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Les derniers resultats concernant l’enumeration des polyominos parallelogrammes (14, 5, 8, 9, 11, 
141) selon faire et le nombre de colonnes font apparaitre des fonctions generatrices s’exprimant 
comme rapport de q-analogues de fonctions de Bessel. Dans 1131 deux interpretations combina- 
toires de ces m@mes fonctions sont don&es, d’une part, en termes de multiparcours d’arbres, et 
d’autre part, en termes de multichaines de chemins de Dyck. A l’aide dune involution sur l’ensemble 
9 des chemins de Dyck, d’une bijection entre chemins et multiparcours d’arbres, et d’une bijection 
entre chemins et multichaines, nous donnons dans ce papier une preuve bijective de I’equivalence de 
ces deux interpretations. 
Abstract 
Lalanne, J.C., Sur une involution sur les chemins de Dyck, Theoretical Computer Science 117 (1993) 
203-215. 
In the last results about counting parallelogram polyominoes ([4, 5, 8, 9, 11, 141) according to area 
and number of columns, appear generating functions which have a simple expression in terms of 
q-Bessel functions. In [13] we give two interpretations of these functions, one, in terms of multiwalks 
over binary trees, the other, in terms of multichains over Dyck paths. With an involution on the set 
3 of Dyck paths, bijections between paths and multiwalks and between paths and multichains, we 
give in this paper a bijective proof of the equivalence of these two interpretations. 
1. Introduction 
Pour v> - 1, on pose 
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L’egalite ~‘.&(x)=2”~~(x~/4) relie cette fonction 9” a la fonction de Bessel J, clas- 
sique. 
Pour CI reel, on note [CX] =(l - q”)/(l -q) le q-analogue de CI et, en notant r la 
fonction gamma, on definit le q-analogue de r(a) par 
En particulier, lorsque II est un entier naturel, [n] = 1 + q + q2 + ... + q”-’ est le 
q-analogue de n et [r(n + l)] = Cl]. [Z] . . . [n] est le q-analogue classique de n!, que 
l’on notera alors [n!]. On trouvera quelques proprietes des q-analogues des fonctions 
classiques dans ([ 1, 2, 71). 
On definit alors les fonctions suivantes, ou I, designe un q-analogue de la 
fonction 4,. 
co (_ ,)~,wY,~+~ 
I& 4) = c 
n=O Cn!lCW+n+ 111 ’ @“(X, 4) = 
Iv+l(X, 4) 
~“(X, 4) 
Les rtsultats obtenus dans [13] montrent que @, satisfait a 
c&(x, q) = -f q”’ cc,(q) xn 
n=l Bn(4) 
ou N,(q) et p,,(q) sont des fonctions q-analogues des polynbmes intervenant dans le 
rtsultat de Carlitz ([3]), sur le quotient des fonctions de Bessel J,+ JJY. 
Les premieres valeurs des fonctions c(, sont: 
@l(q)= 13 a2(q)= 1, a,(q)= 1 +qv+2, 
et les fonctions /In satisfont a 
fin(q)= fJ [v+k]Ln’kJ, 
k=l 
oh Lx J dtsigne la partie entiere de x. 
Dans [13], on d&nit, sur l’ensemble 59 des multichaines de chemins de Dyck 
s’arretant sur chaque pit, le v-poids py et on montre que Qy apparait dans l’expression 
de la serie generatrice des multichaines elon le v-poids et la longueur du support. Les 
definitions de ces multichaines et de la valuation py seront rappel&es dans la partie 4. 
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La somme des v-poids des elements de %?,,, ensemble des multichaines a support dans 
l’ensemble g3, des chemins de Dyck de longueur 2n s’ecrit: 
n 4 v+h(s)+l 
od h(s) designe la hauteur du sommet s. 
Les coefficients p,(U,) sont des fractions de la forme 
oli P;(q)= fi [v+k]“_kfl. 
k=l 
En posant 
C,(t, q)= 1 cy(n,k)qkt”= C pY(gJtn9 
naO,kal ?I>0 
le coefficient c,(n, k) dtsignant le nombre d’elbments de %Fn de v-poids qk, on obtient le 
resultat suivant ([ 131): 
Proposition 1.1. La fonction g6nbratrice des multichaines de V selon le v-poids et la 
longueur du support est la fonction C,(t, q) =(l -q)@,,(qt/(l -q)‘, q) et on a: 
n+1 
p+@J= (1 :q)2”+l q 
(n+l)v 
%I+ l(4) 
Pn+1(4) . 
Dans [13] on definit Cgalement, sur l’ensemble 9’ des multiparcours d’arbres 
binaires complets s’arretant sur les fils gauches et les feuilles, le v-poids rcn, et on montre 
que Qy apparait aussi dans l’expression de la serie gtntratrice de ces multiparcours 
selon le v-poids rc, et le nombre de feuilles du support. Les definitions des multipar- 
tours de Y et de la valuation rc, seront tgalement rappelees en toute rigueur dans la 
partie 5. La somme des v-poids des elements de Sp,, ensemble des multiparcours 
a support dans l’ensemble 29” des arbres binaires complets de taille 2n - 1 s’ecrit: 
l-I q”+-) 
sfeuille ou fils gauche de A 
n (l_q’+.y ’ 
s samnet de A 
oh F(s) est le nombre de feuilles de sous-arbre de racine s. 
En notant S,(t, q)=Cn3 1, k> 1 s,(n, k)qktn=Cn3 1 n,(Y~)t”, le coefficient s,(n, k) 
designant le nombre de multiparcours de 9, de v-poids qk, on a le resultat suivant 
(C131). 
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Proposition 1.2. La fonction gCn6ratrice des multiparcours de 9 selon le v-poids et le 
nombre de feuilles du support est la fonction S,(t, q)=(l -q)QV(qt/(l -q)2, q) et on a: 
n(v+l) a,(q) 
xv(93=(lqq)2.-1 PnJq) 
Ces deux familles combinatoires apparaissent done comme deux interprktations 
d’une meme sCrie g&nCratrice. Nous donnons alors dans ce papier une preuve bijective 
de ce rt%ultat. 
Pour cela, nous introduisons, dans la partie 2, un nouveau paramktre HP, sur 
l’ensemble 9 des chemins de Dyck et nous construisons, dans la partie 3, une 
transformation involutive sur l’ensemble 9p des chemins de Dyck de longueur 2p qui 
conserve HP,. 
Nous montrons, dans la partie 4, que la bijection introduite dans [IS] entre les 
chemins de Dyck et les multichaines de %? prCctdente transforme le paramktre HP, en 
le v-poids py. 
Dans la partie 5, nous montrons que la bijection entre chemins de Dyck et 
multiparcours d’arbres, ttablie dans [S] transforme la paramktre HP, en le v-poids 71,. 
A l’aide de l’involution sur les chemins de Dyck et des bijections prCcldentes, nous 
obtenons alors dans la derniZre partie une preuve bijective de l’tgaliti: des fonctions 
gtnkratrices des multiparcours d’arbres et des multichaines. 
2. Definitions et notations 
Notation. Soit A un alphabet, on note A* le monoi’de libre engendr6 par A. Si a est une 
lettre de A et u un mot de A*, on note 1~1, le nombre d’occurrences de a dans u. 
Dbfinition 2.1. Un mot de Dyck est un mot WE{X, >* vkrifiant les deux conditions: 
(i) Iwl,=lwI*-, 
(ii) pour toute factorisation w = uu, alors lulX>, 1~1~. 
DCfinition 2.2. Un chemin de Dyck est un chemin w = (so, sl,. . , szp) de P = N x N tel 
que So=(O,O), S2,=(2p,0) et pour tout, i, O<id2p-1, le pas (Sir Si+l) est un pas 
blkmentaire Nord-Est (Si =(x, y), s, I+ 1 =(X + 1, JJ+ 1)) OU Sud-Est (Si=(X, y), 
Si+l= (x+ 1, Y- 1)). 
Un pit (resp. creux) est un point si tel que (si_ 1, si) est un pas Nord-Est (resp. 
Sud-Est) et (Si, sifl) un pas Sud-Est (resp. Nord-Est). 
La hauteur h(si) du sommet Si=(Xi, yi) est yi. 
Les chemins de Dyck sont des objets classiques de la Combinatoire ([6, lo]). Le 
nombre de chemins de Dyck de longueur 2p n’est autre que le nombre de Catalan 
c,= l/(p+ W&F?. 
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On identifiera les chemins de Dyck (Fig. 1) de longueur 2p et les mots de Dyck 
w = x1 . . . xzp de longueur 2p en associant a tout pas Nord-Est (resp. Sud-Est) la lettre 
x (resp. X). Les pits (resp. creux) d’un chemin de Dyck correspondent alors avec les 
facteurs xX (resp. XX) du mot de Dyck correspondant. Les double-montkes (resp. 
double-descentes) correspondent avec les facteurs xx (resp. XX). 
Notation. On designe par DL (resp. DM, DD, NP, HP) les fonctions demi-longueur 
(resp. nombre de double montees, nombre de double descentes, nombre de pits, 
somme des hauteurs des pits) definies sur l’ensemble 9 des chemins (ou mots) de 
Dyck. 
Pour v > - 1, on note HP, la fonction definie sur 9 par HP,(w) = HP(w) + vDL(w). 
Exemple. Le chemins de Dyck w de la Fig. 1 est tel que DL(w)= 11, DM(w)= 3, 
DD(w) = 3, NP(w) = 8, HP(w) = 14 et HP,(w) = 14+ 11 v. 
DCfinition 2.3. Un mot w de {x, X, u>* est un mot de Motzkin lorsque son image, par le 
morphisme “effacant” les lettres a, est un mot de Dyck. 
Definition 2.4. Un chemin de Motzkin est un chemin w = (se, sl,. . . , s,) de aP tel que 
s0 = (0, 0), s, = (n, 0) et pour tout i, 0 6 i < ~1, le pas (Si, si + 1 ) est un pas elementaire 
Nord-Est, Sud-Est ou Est (si =(x, y), s. , + 1 = (x + 1, y)). On notera & l’ensemble des 
mots de Motzkin. 
DCfinition 2.5. De man&e recursive, un arbre binaire A sur un ensemble de sommets 
S est soit vide, soit un triplet (r(A), g(A), d(A)) oti r(A) est un sommet appelt racine de 
A et g(A) et d(A) deux arbres binaires, respectivement sous-arbre gauche et sous-arbre 
droit de A. Lorsqu’elle existe, la racine de g(A) (resp. d(A)) est appeleejfils gauche (resp. 
fils droit) du sommet r(A). On dit que r(A) est pdre de r(g(A)) (resp. r(d(A))). Un 
sommet est appeltfeuille s’il n’a pas de fils, sommet interne sinon. Un arbre binaire est 
dit complet si chaque sommet interne a deux fils. 
Notation. On note d(s) le sous-arbre de racine s et 9 (s) le nombre de feuille de d(s). 
On note g(A) le nombre de feuilles de l’arbre A. La taille de A est le nombre de 
sommets de A, soit 29(A)- 1 si A est complet. 
On notera 99 l’ensemble des arbres binaires complets et BB, = {A ~g; F(A) = n}. 
Fig. 1. Un chemin de Dyck w. 
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DCfinition 2.6. Le parcours en ordre pr@ixe d’un arbre binaire est le parcours de 
l’ensemble de ses sommets en “visitant” d’abord la racine de l’arbre, puis le sous-arbre 
gauche en ordre prCfixe, puis le sous-arbre droit en ordre prCfixe. 
3. L’involution CT sur les chemins de Dyck 
Soit w un chemin de Dyck. Une rotation de 45” transforme w en un chemin w’ de 
[FD constitut: de segments horizontaux et verticaux. Ce chemin w’ forme un “escalier”. 
Chaque segment horizontal (resp. vertical) Ctant une “marche” (resp. “contremarche”). 
La longueur de chacun des segments correspond A la largeur d’une contremarche ou 
A la hauteur d’une marche. L’ordonnte (resp. l’abcisse) de chaque segment horizontal 
(resp. vertical) correspond au niveau (resp. iloignement) de la marche (resp. contre- 
marche). Toute marche (resp. contremarche) de hauteur m >, 2 (resp. largeur c >, 2) est 
associte A m - 1 double-monttes (resp. c - 1 double-descentes) uccessives du chemin 
de Dyck w. Tragons alors, “sous” le chemin w’, le chemin “escalier” w” obtenu en 
associant une marche 21 1’extrCmitC initiale et i chaque double-montCe de w, et une 
contremarche Achaque double-descente etA l’extrtmitb finale de w. Ce chemin w”, par 
symttrie par rapport A la premi6re bissectrice, puis rotation de 45” dans le sens inverse 
dCtermine un chemin de Dyck CT(W) (cf. Fig. 2). 
Notation. Soit w un mot de Dyck de longueur 2p (p 2 1) ayant n pits (1 <n <p). Ce 
mot w s’Ccrit de man&e unique w =xi~Xj’xiZXj2...xin~jn, oti pour tout &[I . . . n] on 
a 1 di,<p, l<jk<p. Pour tout k, O<kdn, on pose rnk=Cfzl i, et ck=CfZl j,. 
Dbfinition 3.1. Un chemin de Dyck w de longueur 2p, ayant n pits est enti&ement 
dCtermin6 par la don&e des suites M(w)=(m,, m, ,..., m,) et C(w)=(c,, c1 ,..., c,). 
Les suites M(w) et C(w) correspondent respectivement aux niveaux des “marches” 
et aux kloignements des “contremarches” de “l’escalier” w’. La suite (ck, mk)l Sk<_ 1, 
n’est autre que la suite des coordon&es des creux du chemin “pench?’ w’. 
Ces suites (mo, m,, . . ., m,) et (co, cl,. .., c,) satisfont aux conditions: 
(DI) midmi+l pour tout entier i tel que 0 <i < n - 1, 
VW CidCi+l pour tout entier i tel que O<iQn- 1, 
(D3) chb% pour tout entier k tel que 1 d k < n - 1, 
CD41 mO=co=O et m”=c,=p. 
Rkciproquement, out couple de suites satisfaisant aux conditions (D1), (D2), (D3) et 
(D4), dgtermine un chemin de Dyck w de longueur 2p ayant n pits de fagon unique. On 
obtient w ti partir des suites (m,,, m, ,..., m,) et (co, cl ,..., c,) A l’aide des relations 
ik=mk-mk_, etjk=ck--ckml pour k, ldkdn. 
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Fig. 2. L’involution CT 
Exemple. Le couple de suites (M(w), C(w)) associe au chemin de Dyck w de la Fig. 1, 
est defini par M(w)=(O, 1, 2, 4, 5, 7, 9, 10, ll), C(w)=(O, 1, 2, 3, 4, 7, 8, 10, 11). 
Notation. Soit w un element de ap ayant n pits. Soient M(w) = (0, ml,. . . , m, _ 1, p) et 
C(w)=(O, cr ,...) C”_ 1, p) les suites associes a w. Soient M’(w) = (0, m;, . . , rnben, p) et 
C’(w)=(O, c;,..., CL-~, p) les suites croissantes uniques satisfaisant a: 
Im 1 ,..., m,_,}u{m; ,..., mb_n}={cl ,..., cn_l}u(c; ,..., cb_n}={l ,..., p-l} 
Exemple. Pour le chemin w de la Fig. 1, on a M’(w)=(O, 3, 6, 8, ll), C’(w)= 
(0, 5, 6, 9, 11). 
Proposition 3.2. Pour tout chemin de Dyck w, le couple de suites (C’(w), M’(w)) satisfait 
aux conditions (Dr), (Dz), (D3), (D4), (D5) et d$init done un chemin de Dyck notk O(W). 
Le chemin de Dyck O(W) est dtterminb par M(a(w))= C’(w) et C(a(w))= M’(w). 
Preuve. Soit k entier tel que 1 <k <p- n, posons rnb = i. Par definition de M’(w), les 
supports des suites croissantes (ml,...,mi-k) et (ml,,...,m;) forment une partition 
de {l,...,i). On a done mi_k <i. Mais ci-k~mi-t< i, ce qui implique 
(c I,..., Ci_k}C(l,..., i-l} et par suite c;>i. 
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Remarque. L’application c est l’involution dCfinie de faGon gComCtrique pr&- 
demment. 
Proposition 3.3. Pour tout v et tout chemin de Dyck w, on a: 
DL(o(w)) = DL(w), (1) 
NP(a(w))=DM(w)+ 1, (2) 
DM(o(w))=NP(w)-1, (3) 
HP&(w)) = HP,(w). (4) 
Preuve. Soit w un &16ment de 9p ayant n pits et M(w), C(w), M’(w), C’(w) les suites 
associCes A w. On a DL(o(w))=p et NP(a(w)) =p - n + 1 d’oh les relations (l)-(3). De 
plus la hauteur du kitme pit de west (mk-ckel), done HP(w)=~~=,(m,-ck_l). On 
a alors: 
p-n+1 
HP(o(w))= c (CL--m;)= 
k=l 
v-- f ck)-(q- i rnk) 
k=l k=l 
=HP(w) 
On en dCduit que HP,(o(w))=HP,(w). 0 
On obtient alors le rCsultat suivant. 
ThCorGme 3.4. L’application (T d@nit pour tout entier nature1 p une involution sur 
l’ensemble des chemins de Dyck de longueur 2p qui conserve le paramdtre HP,. 
Notation. Soit Inv, (g,,) l’ensemble des chemins de gp invariants par 0. Un chemin de 
Dyck w associe au couple (M(w), C(w)) est 6JCment de Inv, (9& si et seulement si l’on 
a C(w)=M’(w). On en dkduit aistment que Inv,(9& est vide lorsque p est pair. 
Proposition 3.5. Le nombre d’blkments de Inv,(222,+,) est le nombre de Catalan C,. 
Preuve. Soit w un Clkment de Inv, ($9 2q + I ), les suites associCes M(w) = (0, m 1 , . . . , m4, p) 
et C(w)=(O,cl,..., c,,p) sont telles que {ml ,..., m,} et (cl ,..., c,} forment une 
partition de (1,. . . , 2q). D’autre part, pour tout k, 1 < k<q, on a ck<mk. Le mot 
VE{X, X}* ayant, pour tout k, 1 < k<q, une lettre x en position ck et une lettre X en 
position mk est un mot de gq. RCciproquement ce mot v dCtermine les suites M(w) et 
C(w) assocites i w. 
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4. La bijection CI entre les chemins de Dyck et les multichaines 
DCfinitions 4.1. Soit (E, <) un ensemble partiellement ordonnt. On appelle multi- 
chaine (resp. chaine) de taille n tome suite croissante (resp. strictement croissante) 
F=(A1,..., A,) de points de E. Une chaine F est s&w&e si pour tout i = 1,. . . , n - 1, il 
n’existe pas d’tlement AEE tel que Ai < A < Ai+ 1. Elle est maximale si elle est 
maximale au sens de l’inclusion (i.e. si elle est saturee et si son plus petit (resp. grand) 
element est maximal (resp. minimal) dans E). 
Soit p entier, pal. Dans la partie IZp= ((x, y)eN x iYJ, 1 <xdy<p} du plan P, on 
considere la relation d’ordre definie par (x, y) <(x’, y’) si et seulement si x d x’ et y < y’. 
Les chaines maximales de ce poset sont les chemins de P, allant de (1, 1) a (p, p), situ&s 
au dessus de la premiere diagonale, et n’admettant que des pas Est ou Nord. Ces 
chaines peuvent &tre cod&es par des mots de Dyck de longueur 2p. 11 suffit de noter 
x chaque pas Nord et X chaque pas Est. Le chemin de Dyck s’obtient en fait par une 
rotation de 45” de la chaine. La Fig. 3 montre une multichaine et le chemin associe. 
DCfinitions 4.2. Reprenant les definitions de [S], on appelle multichaine de taille k d’un 
chemin de Dyck w = (so, s1 , . . , szp) une suite c = (tl , . . , tk) de k sommets de ce chemin 
dont les abscisses sont en ordre croissant au sens large. On dira que west le support de 
la multichaine (c, w). Le nombre d’occurrence d’un sommet t de w dans c est appele 
multiplicitt de t. On dira qu’une multichaine (c, w) s’ardte sur chaque pit lorsque la 
multiplicitt de chaque pit de w est strictement positive. 
Notation. Pour we9, on note Q?(w) l’ensemble des multichaines (c, w) s’arretant sur 
chaque pit du support w. On note %z’~=((c, w)&(w); w~9?~} et %‘={(c, w)&(w); 
W&j. 
DCfinitions 4.3. Soit (c, w) =((tl,. . . , tk), (so, sl,. . . , szp)) une multichaine c du chemin de 
Dyck w. Le v-pods d’un sommet ti de hauteur h de c est pv(ti)=q”+‘+l. On pose 
pV(w)=qpy et p,(c)=nf= I p,(ti). Le v-pods de la multichaine (c, w) est py(c, w)= 
PY(c)PY(w). 
Fig. 3. Une multichaine r de IT4 et la multichaine de chemin de Dyck (c, w) correspondante. 
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Exemple. La multichaine (c, w) = ((A, A, B, B, C, D, D, E), XXXXXX) de la Fig. 3 admet 
pour v-poids p”(c, w) = q14+11”. 
Definitions 4.4. Etant donne un chemin de Dyck w, on appelle v-valuation des 
multichaines de S(w) la somme des v-poids des multichaines de U(w). On notera 
p”(%(w)) cette valuation. On a: 
P”@%))= C P”(G w) et P”W&= C P”(VW))= 1 ~“(c, 4. 
cc, W)E% (WI WEM, cc. W)EWp 
Soit w un chemin de Dyck. En remplacant dans w chaque facteur xX par la lettre 
a on obtient un mot de Motzkin z(w) que l’on peut definir de maniere recursive par: 
_ z(xXn)=az(u) pour u mot de Dyck quelconque, 
- z(xuXu)=xz(u)Xr(u) pour u et v mots de Dyck, u nonvide. 
Cette application z de 9 dans ~2’ consistant a marquer les pits d’un chemin de Dyck 
est bien connue ([lo]) et dtfinit une bijection de 9 dans l’ensemble des mots de 
Motzkin sans facteur xX. En effacant les lettres a du mot z(w), on obtient un mot de 
Dyck u et une multichaine a(w) = (c, u) de U(v) ou c est associee aux lettres a du mot 
t(w). Cette application c( dtfinie par Fedou ([S]) est une bijection de 9 dans ‘#:. On 
trouvera Fig. 4 un chemin w et la multichaine a(w) associee. 
Proposition 4.5. L’application CI est une bijection qui transforme un chemin de Dyck w de 
6Sp, ayant n pits, m double-montkes et tel que HP”(w)= k en une multichaine (c, v) de g,,, 
de taille n et de v-poids p”(c, v)=qk. 
Preuve. Soit w un chemin de Dyck ayant n pits, m double-montees et tel que 
HP”(w)= k. Le mot z(w) est alors un mot de Motzkin sans facteur xX ayant n lettres 
a et m lettres x. La multichaine a(w) = (c, u) est done un element de Q?,,, de taille n. Un 
pit de hauteur h de w se transforme n un point de la multichaine de v-poids qh+“. On 
a done, en notant H = HP(w), p”(c) = qH+“” et p”(u) = q”“. Le v-poids de a(w) est done 
P”(C)P”(4 = qk. 
Exemple. La Fig. 4 montre que la bijection CI transforme un chemin de Dyck w satis- 
faisant a DL(w) = 11, NP(w) = 8, DM(w) = 3 et HP”(w)= 14 + 1 Iv en une multichaine 
(c, u) de taille 8, de longueur de support 6 et de v-poids p”(c, ~)=q~~+~~“. 
Fig. 4. La bijection CC. 
SW une involution WY les chemins de Dyck 213 
5. La bijection /I entre les cbemins de Dyck et les multiparcours d’arbres 
DSnitions 5.1. Reprenant les definitions de [S], on appelle multiparcours (p, A) un 
couple constitue dun arbre binaire complet A et d’une suite p = (sr , . . . , sk) de sommets 
en ordre prefixe au sens large (cad. pour tout i de [l, k- 11, si+ 1 est soit egal a si, soit 
apres si dans l’ordre prefixe). A est appele le support de (p, A) et la multiplicitb d’un 
sommet s de l’arbre A dans le multiparcours (p, A) est le nombre d’occurrences de ce 
sommet s dans p. On dira qu’un multiparcours (p, A) s’arr&te sur un sommet s de 
A lorsque la multiplicite de ce sommet est strictement positive. 
Notation. On note 9’(A) l’ensemble des multiparcours de support A s’arr&tant 
sur chaque jils gauche et sur chaque feuille, Y*={(~,A)EY(A); AE~,,) et 
Y={(p,A)#(A); A&}. 
DSinitions 5.2. Soit v > - 1 et (p, A) = ((sl,. . . , sk), A) un multiparcours. Le v-poids dun 
sommet s de p est n,(s) = q”+*(“) oti F(s) est le nombre de feuilles de d(s). Le v-poids 
du multiparcours (p, A) est z,(p, A) = nf= 1 n,(Si). 
Exemple. Le multiparcours (p, A) de la Fig. 5 est tel que p = (2,2,3,3,3,4,5,6,6,7,7) 
et p-(,4)=4. Le v-poids de ce multiparcours est z,(p, A)=q’4+““. 
DCfinitions 5.3. Etant donne un arbre binaire A, on appelle v-valuation des multipar- 
tours de Y(A) la somme des v-poids des multiparcours de Y(A). On note 71,(9(A)) 
cette valuation. On a ainsi: 
GWt)) = ,.$(, %(P, A) et n,(~J = c n,@‘(A)) = 1 
AGl, 
(p A)E~ T(P, A). 
, n 
A tout mot de Dyck w, on associe un multiparcours j(w)=(p(w), A(w)), oti A(w) est 
un arbre binaire complet et p(w) une liste des sommets de cet arbre, de la man&e 
suivante: 
- si w = xX alors A(w) = r(A(w)) est l’arbre a un sommet, et p(w) = (r(A(w)) le multipar- 
tours de cet arbre constitue de ce sommet affect& de la multiplicite &gale d 1. 
- si w =xuX est un mot de Dyck primitif alors A(w)= A(u) et p(w)=(r(A(u)), p(u)) 
- si w =xuXv avec u, v mots de Dyck, v nonvide, alors A(w)=(r(A(u)), A(u), A(v)) et 
P(W) =(p(uX P(4). 
Cette application /I, dtfinie dans [S], est une bijection de 9 dans 9. 
Nous montrons alors le resultat suivant. 
Proposition 5.4. L’application p transforme un mot de Dyck w ayant n pits, m double- 
monttes et tels que HP,(w) = k en un multiparcours (p, A) de Y’,, de taille m + n et tel que 
nr,(p,A)=qk. 
Preuve. La definition de /? montre que le multiparcours (p, A) s’arrete sur chaque 
feuille et chaque fils gauche de A. Les feuilles de A proviennent des pits de w, done 
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(p, A) est un element de Y,,. D’autre part, si w = x’uuX’, avec i entier, u Dyck primitif et 
u Dyck nonvide, alors p = (ri, p(u), p(u)), on en deduit que p est de taille m + n. 
On montre que z”(p(w), A(w))=qk par recurrence: 
- si w = xX alors n”(p(xZ), A(C)) = q” + 1 
- si w = XUXV avec u, u mots de Dyck et v nonvide, alors HP”(w) = HP”(xu2) + HP”(U) 
done G(P(w), 44)=~~(~(4, A(~MP(~, A(4). 
- si w =XUI? avec u mot de Dyck, alors on a NP(w) =NP(u)=n=F(A(u)) 
et HP(w) = HP(u) + n, d’ou HP”(w)=HP”(u)+n+v et z”(p(w), A(w))= 
qy+“~“(P(4, 44). 
Exemple. La Fig. 5 montre que la bijection b transforme un chemin de Dyck w satis- 
faisant a DL(w)= 11, NP(w)=4, DM(w)=7 et HP”(w)= 14+ llv en un multiparcours 
(p, A) de taille 11 dun arbre A ayant 4 feuilles et dont le v-poids est ~“(p, A) = q14+ ‘I”. 
6. La bijection S entre les multichaines et les multiparcours 
A l’aide des resultats precedents, nous donnons alors une preuve bijective des 
resultats obtenus dans [13] dans le cas general et [8] dans le cas particulier od v =O. 
ThkorGme 6.1. I1 existe une bijection entre les multichaines de VP et les multiparcours de 
YP+ 1 qui conserve le v-poids. 
Preuve. Onpose6=p~a~a-‘. Soit w un chemin de Dyck de longueur 2p et (c, w) une 
multichaine de GT?~ de taille n et de v-poids qk de ce chemin w. Posons u = CI- l (c, w). 
Alors u est un chemin de Dyck de longueur 2(n + p), ayant n pits, p double-montees et 
HP”(u) = k. Posons v = o(u), c’est un chemin de mtme longueur ayant (p + 1) pits, 
(n- 1) double-montees et tel que HP”(V)= k. Le multiparcours p(v) est alors un 
multiparcours de ,!Yr, + 1 de taille (n+p) et de v-poids qk. L’application 6 est par 
consequent une application de GT?~ dans J?~+ 1 conservant le v-poids. 
On peut done ecrire 
n”(y”+ 1)= c 
(p,A)EY,+, n”(p,A)= c I”)= c P”(c,w)=P”(~,), Cc, W)EW” Cc, WEW” 
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ce qui prouve de man&e bijective l’Cgalitii des fonctions 
pr&cldemment citCes. 
g%ratrices C, et S, 
Remarque 6.2. La somme des poids des multichaines du mot u repr&sent& sur la Fig. 4 
est q sy’5/(1 -q)7[v+ 113[v +213[v+ 31 et la somme des poids des multiparcours de 
l’arbre A reprtsentC sur la Fig. 5 est qsvt6/(1 -q)‘[v+ 1]4[v+2]2[v+4], ceci nous 
montre qu’en g&n&al la valuation associle g un mot de Dyck w est diffkrente de celle 
associke B l’arbre binaire A lui correspondant par 6. La bijection 6 transforme la 
multichaine du mot de Dyck w de la Fig. 4 en le multiparcours de l’arbre A de la 
Fig. 5, mais on a p,(%‘(w))#z,(Y(A)) car cette bijection ne fait pas correspondre les 
multichafnes de m&me support avec les multiparcours de mCme support. 
Remarque 6.3. Dans [S] on trouve une interprktation combinatoire d’un autre 
q-analogue du rapport des fonctions de Bessel YV et ,a,+ 1 en termes de multichaines 
de chemin de Dyck s’arretant sur chaque montke et dans [13] on obtient une 
interprktation combinatoire de cette mEme fonction i I’aide de multiparcours d’arbres 
s’arretant sur chaque fils gauche, mais nous ne connaissons pas pour l’instant de 
preuve bijective de cette Cgalitt. 
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